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RESUMO

Este artigo trata de uma experiéncia didatica com foco nas transformacdes geomeétricas no plano e no uso do
ambiente de geometria dindmica GeoGebra. A experiéncia, na forma de oficina, foi com professores do Ensino
Fundamental. Tendo como contetdo matematico as transformacdes geométricas, a proposta integrou
geometria e arte através da construcdo de pavimentagfes do plano e de mosaicos de Escher. O trabalho foi
desenvolvido dentro dos principios da Engenharia Didatica e, para a realizacdo das analises, usamos a teoria
socio-histdrica, cuja referéncia principal é a obra de Vygotsky e, também, a teoria dos registros de
representacdo de Duval, que trata do processo de aprendizagem da matematica sob o ponto de vista da
semidtica. A partir das analises foi possivel constatar que os professores participantes se apropriaram dos
recursos e do sistema de representacédo que se tem no GeoGebra, bem como dos conceitos da geometria das
transformacdes.

Palavras-chaves: TransformacOes Geometricas; Arte; Geometria Dinamica.
INTRODUCAO

O objetivo da oficina foi fazer a formagéo de professores para o uso de tecnologias, com concomitante
aprendizagem de conceitos da geometria das transformacgdes. Também tivemos como proposito desencadear
um processo multiplicador de uso de tecnologia na escola — aos nossos alunos, entdo professores, caberia
transpor para as suas salas de aula a experiéncia vivida ao longo da oficina. Assim estariamos também
provocando possibilidades de mudancas nas préaticas pedagdgicas, quando os professores nelas incorporam as
tecnologias.

A oficina tratou de discutir novas formas de trabalhar a geometria escolar. Para isto, escolhemos o software
de geometria dindmica GeoGebral, uma ferramenta com consistente organizacgdo de contelidos e menus, e

produzida dentro da filosofia do software livre. Escolhemos o tema das transformagfes geométricas no plano

! GeoGebra é um software de matematica dindmica e multiplataforma de livre distribuicdo que pode ser encontrado no site
<www.geogebra.org>.
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e pavimentacdes, porque este € um assunto fortemente sugerido nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
a ser trabalhado a partir das séries finais do Ensino Fundamental. Feita as escolhas, lancamo-nos nas leituras
e reflexdes que subsidiaram a concepgéo e implementacéo da experiéncia de formagéo de professores. Neste
artigo apresentamos um recorte de tal proposta. O trabalho completo encontra-se na dissertagdo de mestrado
“Geometria Dindmica no Ensino de Transformacdes no Plano — uma experiéncia com professores da Educacéo
Basica”?, apresentada pelo primeiro autor do artigo no Programa de P6s-Graduag&o em Ensino de Matematica
do Instituto de Matematica da UFRGS.

ALGUMAS REFLEXOES TEORICAS

De acordo com Radford (2006), nos ultimos anos tem existido um crescente interesse pelo estudo da semiotica
no campo da Educacdo Matemaética. Segundo este pesquisador, diferentes sdo as raz6es que justificam esse
interesse. Uma primeira razdo diz respeito a tomada de consciéncia de que a atividade matematica é
essencialmente uma atividade simbolica, e nesta direcdo ele menciona o trabalho de Duval (1998) sobre
registros de representacdes. Uma segunda razao esta na importancia da compreensao da natureza do discurso
matematico, no qual a semidtica aparece como uma teoria apropriada para dar conta da sua complexidade.
Uma terceira razdo se refere ao uso cada vez maior da tecnologia digital no ensino da matematica, e aqui a
semidtica ajuda a entender o potencial das novas representacbes dinamicas, disponiveis em diferentes
softwares. E, por ultimo, Radford (2006) destaca que a tecnologia e os signos sao portadores de convengdes
e formas culturais de significacdo que fazem da semidtica um campo importante de pesquisa. Os trabalhos
que hoje tratam de semiotica e aprendizagem da matematica, como aqueles de Radford e Duval, tem avancado
com importantes contribuicdes sobre funcionamentos cognitivos que acompanham o0s processos de
aprendizagem e as dificuldades que Ihe sdo inerentes.

Apoiando-nos nas razdes elencadas acima, decidimos tomar como embasamento tedrico de nosso trabalho as
ideias de Vygotsky, que ja nos anos 30 tratavam da importancia dos signos na construcdo do conhecimento.
Nossas reflexfes sobre os diferentes conceitos que estdo na teoria de Vygotsky foram feitas a partir de
publicacBes de diferentes autores (lvic, 2010; Baquero, 1998; Mariotti, 2009; Moyses, 2010; Radford, 2006;
Moll, 2010). Procuramos evidenciar o potencial da teoria socio-histdrica na construcéo das bases de propostas
de ensino que visem o desenvolvimento cognitivo dos individuos e consideramos que os conceitos de interagdo
social, mediacdo, interiorizagé@o e zona de desenvolvimento proximal podem ser norteadores de escolhas de
procedimentos educativos. De acordo com Ivic (2010) nenhuma teoria psicoldgica do desenvolvimento

confere tanta importancia a educacéo quanto a de Vygotsky. Este autor também enfatiza que as referéncias a

2 Disponivel em < http://www.lume.ufrgs.br/handle/10183/54888>
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educacdo escolar que encontramos na obra de Vygotsky devem ser consideradas ndo como descri¢des das

realidades educacionais, mas como propostas para renovar a educacgao.

Segundo Moll (2010), Vygotsky afirma que “o fato central em nossa psicologia é o da mediag&o”. E fato que
nas nossas atividades utilizamos instrumentos que atuam como mediadores, dentre os quais se destacam as
ferramentas e os signos. Segundo Moysés (2010), no caso da aprendizagem da Matematica, muitos sdo os
instrumentos que podem atuar como mediadores — por exemplo, a linguagem oral e escrita, 0s objetos
concretos do mundo fisico, os objetos virtuais como softwares. Radford (2006) destaca a funcdo mediadora
dos signos na reconstrucdo da acdo que leva a internalizacdo do saber. J& Mariotti (2009) afirma que a
internalizacdo do saber também depende de intercdmbios sociais que fazem uso do registro especial de
linguagem que € o “‘discurso do professor’ — o professor € um especialista na cultura matematica e pode atuar

como um mediador no processo de desenvolvimento cognitivo do aluno.

Existem, pelo menos, dois niveis de desenvolvimento cognitivo identificados por Vygotsky: um real, ja
formado, o que significa que processos mentais ja estdo estabelecidos; e um potencial, ainda a acontecer, e
que diz respeito a capacidade de aprender com outra pessoa. Ainda segundo Vygotsky, aprendizagem e o
desenvolvimento estdo inter-relacionados, e dependem das interacdes sociais que acontecem naquilo que ele
denomina de zona de desenvolvimento proximal. Moysés (2010) destaca que o trabalho na zona de
desenvolvimento proximal exige a interacdo entre aluno e professor e que o aluno progride no seu processo
cognitivo quando tem alguém que sabe pd-lo a pensar. Radford (2006) também descreve que Vygotsky em
uma de suas palestras® chamou a atencio para o fato de que o ser humano estd imerso em mundo de
dispositivos artificiais (artefatos) e que estes dispositivos alteram o curso do desenvolvimento natural dos
processos psiquicos, indo além de simples dispositivos de auxilio; e além dos dispositivos fisicos, existem os
dispositivos abstratos, como por exemplo os sistemas semiéticos. Duval (2009) afirma que a pluralidade de
sistemas semioticos permite uma diversificacdo das representaces de um mesmo objeto e isso aumenta as
capacidades cognitivas dos individuos e suas representacdes mentais. As representagdes mentais funcionam
sempre em simbiose com 0s sistemas semidticos - a partir de nossa imagem mental criamos a representacdo
gue nos permite a comunicacdo e a partir da representacdo que ja existe, interiorizamos novas imagens
mentais.

A articulaco dessas diferentes representagdes é condicdo para a compreensdo em Matematica. E essencial
ndo confundir o objeto matematico, como, por exemplo as retas, com suas representagdes, pois um mesmo
objeto matematico pode ter muitas representacGes diferentes. “A analise do conhecimento nao deve considerar

apenas a natureza dos objetos estudados, mas igualmente a forma como o0s objetos nos sdo apresentados ou

3 Em uma conferéncia em 1930 na Academia de Educagdo Comunista.
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como podemos ter acesso a eles”. (Duval, 2011, p.15). Duval (2011) denomina registros* as diferentes
representacdes semiodticas que se fazem presentes na Matematica. Os registros sdo sistemas cognitivamente
produtores de possibilidade de criacdo de novo conhecimento e o autor classifica estes registros: as frases em
lingua natural, sendo este registro discursivo o primeiro registro para o funcionamento do pensamento; as
equacOes; as figuras; os graficos e os diagramas. Na aprendizagem da Geometria, diferentes sdo os registros
utilizados: o registro em lingua natural quando definimos os objetos geométricos; o registro figura quando
desenhamos o objeto; o registro algébrico quando descrevemos 0s objetos por meio de equagoes.

Associada ao conceito de registro tem-se a nogéo de transformacao de registro, também introduzida por Duval
(2009). Duas sdo as transformacdes: o tratamento e a conversdo. O tratamento € a transformacgédo de uma
representacdo em outra, dentro de um mesmo registro - por exemplo, acrescentar elementos geométricos em
figura que apoia uma argumentacédo. A conversao é a transformacao de uma representagdo em outra dentro de
novo registro; por exemplo, passar do registro em lingua natural, quando definimos um objeto geométrico,
para o registro figura quando desenhamos o objeto. Na proxima sessdo vamos tratar dos diferentes registros

que podem ser usados de forma simultanea no software GeoGebra.

O POTENCIAL SEMIOTICO DO SOFTWARE GEOGEBRA

Faz tempo que muitos autores apontam para potencial da tecnologia digital no ambito da Educacéo
Matematica (Balacheff e Kaput, 1996; Borba e Penteado, 2007; Gravina, 2001; Borba e Villareal, 2005).
Pesquisas que atestam este potencial, em especial, quanto ao uso de softwares de geometria dinamica ja foram
produzidas (Laborde, 1996; Gravina, 2001). No entanto, a utilizacdo destes softwares ainda ndo se faz
presente, de forma sistematica, em nossas salas de aula. E” na direcdo de contribuir para mudar esta realidade
que foi desenvolvida a proposta de oficina de formacao para professores para o uso do GeoGebra, com foco
nas transformacgdes geométricas e também em aspectos relativos a constru¢do do conhecimento, quando se faz
0 uso de ambientes de geometria dindmica.

O GeoGebra® é um software gratuito, de livre acesso, de facil instalacio e utilizagio. A escolha deste software
se deu, principalmente, pela sua interface dindmica e pela versatilidade na realizacao de transformaces de
registros. O GeoGebra permite tratar a Algebra e a Geometria com mesmo grau de importancia, ao
disponibilizar simultaneamente janelas para trabalhar nestas duas areas. Ele apresenta diferentes tipos de
registros semidticos: o algébrico, o geométrico e o discursivo. Por exemplo, conforme ilustra a Figura 1, ao
colocarmos no campo Entrada a equagdo do circulo x? + y? = 9, temos na Janela de Algebra o registro

algébrico; na Janela de Visualizagdo tem-se o desenho do correspondente circulo, aqui o registro figura. Um

4 O emprego da palavra registro cristaliza a tomada de consciéncia de outro modo de funcionamento cognitivo do pensamento,

modo mais potente para os matematicos. Isso confere a essa palavra um valor teérico. (Duval, 2011).
s Disponivel para download em <www.geogebra.org >. Neste site, que pode ser acessado em diversos idiomas, e nele tem-se mais
informacdes sobre 0 GeoGebra.
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outro modo de obter o circulo é escolher no menu a ferramenta Circulo dados Centro e Um dos seus Pontos e

com esta escolha estamos trabalhando com o registro discursivo.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

NREENeERANERE

b Janela de Algebra[X| | b Ja @
i Cénica
~ ) ¢ X2+ yz =4

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular g

&
C
Q)
P Semicirculo Definido por Dois Pontos
p
(“.J
4
<

Entrada: xA2+yr2=4 2@
Figural: Registros de representacdo para o circulo.

No menu Exibir do GeoGebra tem-se o Protocolo de Construcdo (registro discursivo) que permite
acompanhar o procedimento de construcdo de um objeto geométrico (registro figura). A Figura 2 ilustra estes

diferentes registros no GeoGebra.

o GeoGebra - o Ed
Arquivo Editar Exibir Opg¢bes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
M~ s -
l} o] -/._j\’_ D@l &_NAEC_ 22 <)
» Janela de Algebra X|| b Janela de Visualizag&o X | ¥ Protocolo de Construgdo X
P ~ ! | 13
~ Cbnica I I EH'|@'|F|M‘ »
. | |
@ c: (x+0.167 +| | i N.|Nome |Deﬁnigéo |\."a|or |Legenda |
i ! I 1Pont... A=(-0.1.. -
- @ A=(-0.16, -0.58 I I
® B=(1.42, -0.58) ! '
i I I 2Pont... B=(142..
@ c=(016,1) | ______ e (
.Clur;:rifa"l';:rzc; " \ 3Seg... Segmento a=1.58 <
= [A, Bl
.Re’::” i 4Retab Reta b:x=-0.16
® b: x=-0.16 ! passando
@ s y = o | : 5Circu... Circulo e (x+0....
= [ [ por B com
.S:'m’;;t:"z ! : 6Pont.. Pontode C=(-0.1..
@ ag- 1.58 | i intersecéo v
e I I
JRCNE . | i [ <¥] (10/10| B> el > R

Figura 2: Construcdo do quadrado no GeoGebra.

Os exemplos apresentados acima ilustram de que forma diferentes agdes feitas no GeoGebra propiciam o
trabalho com os diferentes registros de representacdo elencados por Duval. E no caso do estudo da Geometria

enfatizamos, em especial, a importancia da mobilizacdo de dois registros — o discursivo e a figura.
5
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TRANSFORMACOES GEOMETRICAS E GEOMETRIA DINAMICA

As transformacdes geométricas sdo funcbes que associam a cada ponto do plano, um outro ponto também do
plano, obedecendo certas regras. Estamos aqui interessados nas isometrias, isto é, transformacdes que
preservam distancias. Se IT e IT" sdo dois planos, uma transformagado T: II— II' é uma isometria quando a
distancia entre os pontos T(A) e T(B) € igual a distancia entre os pontos A e B, para quaisquer pontos A e B;
ou seja , quando d(T(A), T(B)) = d(A, B) para quaisquer pontos A e B. Do livro de Lima (2007, p.13-14)
trazemos enunciados de algumas propriedades que nele estdo demonstradas: a) /) Toda isometria T: I1— IT'
transforma retas em retas; b)Toda isometria T: II— II' transforma retas perpendiculares em retas
perpendiculares; ¢) Toda isometria T: IT— IT' é uma bijec&o, cuja inversa T: I[T'— I é ainda uma isometria;
d) Toda isometria T: [I— I1' transforma um dngulo em outro angulo de mesma medida.

Pelo fato de uma isometria preservar segmentos, a&ngulos e suas medidas, tem-se que a imagem de uma figura
F por uma isometria é uma figura F’ congruente a F. As isometrias que vamos tratar sdo: a translacéo, as
reflexdes segundo um ponto e segundo uma reta, e a rotacdo. Apresentamos a seguir as defini¢cbes destas

transformagdes, bem como as rotinas de uso no menu do GeoGebra, destacado na Figura 3.

< GeoGebra (2) = (=

Entrar...

| ABC | 232

° Reflexdo em Relagio a uma Reta

.*° Reflexdo em Relacdo a um Ponto

,k Invers&o

>+ Rotacdo em Torno de um Ponto

-'}' Translagdo por um Vetor

:" Homoetetia

Figura 3: Menu das transformac@es geométricas no GeoGebra.
e A transformacao de translacao

A nocdo de translacdo esta relacionada ao conceito de vetor (do Latin “vehere” = transportar). Um vetor é
dado pela direcdo, sentido e comprimento de uma familia de “setas” equivalentes. Na Figura 4 temos duas
familias de setas equivalentes, portanto indicando dois vetores. As setas das familias sdo usadas para

representar o vetor.
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vetor1: vetor2
Figura 4: Representacdo de vetor no plano.

A translacdo determinada pelo vetor v, representado pela ‘seta’ UV, € a transformacéo que associa cada ponto

A do plano ao ponto A’ de forma tal que:

- se A ndo pertence a reta determinada pela ‘seta’ UV, os pontos A, A’, V e U, nesta ordem, formam um

paralelogramo,

-se A=Uentdo A"=V; se A é diferente de U e pertence a reta determinada pela ‘seta’ UV e, entdo A" pertence
a mesma reta e e tal que as ‘setas’ determinadas pelos pontos U e A, V e A", respeitando esta ordem de

correspondéncia, sdo equivalentes.

Na Figura 5 tem-se o ponto A" transladado do ponto A, segundo o vetor v.

Figura 5: Translacdo do ponto A segundo o vetor v.

A translacao é uma isometria (isto se demonstra) e assim transforma qualquer figura em outra congruente. Na
Figura 6 tem-se o vetor u representado por uma seta, o triangulo ABC e o tridngulo A'B'C’ que é 0 seu
transladado. Para obter tal resultado no GeoGebra, o procedimento é: usando ferramenta do menu inicialmente
constrdi-se um Vetor u e depois com a ferramenta Poligono se constrdi o tridngulo ABC; com a ferramenta
Translacdo por um Vetor seleciona-se o triangulo ABC e ap0s o vetor u e entdo é produzido o tridngulo A'B'C".
Com a ferramenta Mover pode-se mudar a posicao dos vértices do triangulo ABC, e este movimento resulta

em alteracdo no tridngulo A’B'C’, mas ele se mantém sempre um transladado do primeiro triangulo.
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Figura 6: Translacdo do triangulo ABC segundo o vetor u

A Figura 7 ilustra sucessivas translacfes segundo um o mesmo vetor. Nesta construcdo, inicia-se com uma
reta definida por dois pontos para dar a ideia de um “corddo esticado’. Em seguida, com a ferramenta Poligono
constroi-se um pentadgono na forma de ‘bandeirinha’. A partir deste pentdgono sao feitas sucessivas translagdes
segundo um mesmo vetor (a seta estd destacada na Figura 7, da primeira para a segunda ‘bandeirinha’) e ,
desta forma, se obtém colecdo de “bandeirinhas’ coloridas. Ao ser aplicada a ferramenta Mover nos vértices
do primeiro pentagono, todas as bandeirinhas se modificam, simultaneamente, mantendo-se congruentes, entre

Si.

‘ | } | IS | e |

| | .
. | s
y 3 ., r - r -
r r ' - - L
y ¥ - - B b
V '\.I "'\.\ 4

Figura 7: Sucessivas translacdes segundo um mesmo vetor.
e As transformacdes de reflexao

A reflexdo de centro O € a transformacé@o geomeétrica que associa a cada ponto A do plano, um ponto A’ tal

que:
-se A=Oentdo A'=0
- se A diferente de O entdo A’ esta na semi-reta oposta a semi-reta OA e 0s segmentos OA e OA’ sdo
congruentes.

Apresentamos na Figura 8 a reflexdo segundo um ponto O, construida no GeoGebra, conforme o
seguinte roteiro: inicia-se com a construcdo do ponto O centro da reflexdo, depois constroi-se o ponto A e
entdo usando a ferramenta Reflexdo em Relagdo a um Ponto seleciona-se o ponto A e em seguida o ponto O.
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Aparece entdo o ponto A’, que ¢ a reflexdo de A em relagdo ao ponto O e pode ser observado que 0s segmentos

segmentos OA e OA” se mantém congruentes, ao aplicar-se Mover no ponto A.

Figura 8: Reflexdo do ponto A em torno do ponto O.

A reflexdo segundo a reta r é a transformagdo geométrica que associa a cada ponto A do plano, um ponto A’
tal que:

- Se 0 ponto A pertence a retar, entdo A=A"

- se 0 ponto A ndo pertence a reta r, entdo A" pertence a reta perpendicular a r passando por A e OA ¢ OA'’

sdo segmentos congruentes entre si, sendo que O é o ponto de intersecdo da reta perpendicular com r

A rotina de uso desta transformacdo no GeoGebra é: constroi-se uma reta r a partir de dois pontos, a qual sera
0 eixo de reflexdo; depois constrdi-se um ponto A que ndo pertence a reta r. Com a ferramenta Reflexdo em
Relagdo a uma Reta, seleciona-se primeiro o ponto A e depois a reta r e assim obtém-se o0 ponto A’, que ¢ 0

refletido de A. Na Figura 9 tem-se a construcao feita no GeoGebra.

Figura 9: Reflexdo do ponto A segundo areta r.

A reflexdo segundo uma reta € uma isometria (isto se demonstra) e, portanto, transforma cada figura F em
outra F', congruente a primeira. Vamos ver como isto funciona no GeoGebra: constroi-se uma reta r e um
triangulo ABC, tal que os vértices A,B e C estdo no mesmo semiplano em relacdo a reta r. Com a ferramenta
Reflexdo em Relacdo a uma Reta seleciona-se o tridngulo ABC e depois a reta r e obtém-se o tridngulo A'B'C’,

o refletido do primeiro. A Figura 10 ilustra esta transformacéo. Movimentando um dos vértices do triangulo
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ABC com a ferramenta Mover, o triangulo refletido também se modifica, mas se mantém sempre o refletido

do primeiro triangulo.

c
)

V& B B

.

Figura 10: Reflexao do triangulo ABC segundo a reta r.

e A transformagéo de rotagéo

Dado um ponto fixo O no plano e um angulo de medida a, a rotagdo de cento O e amplitude a € a transformagao

que a cada ponto A do plano IT associa o ponto A’ de forma tal que:
-se A=0entdio A'=0

- se A é diferente de O entdo o angulo formado pelas semiretas OA e OA’ tem medida o, sendo que angulo

é medido no sentido anti-horario da semireta OA para a semirreta OA’
- 0S segmentos OA' e OA sdo congruentes

O procedimento para fazer a rotagdo do ponto A em torno do ponto O sob um angulo a = 45° no GeoGebra é
0 seguinte: constroi-se o ponto O e depois 0 ponto A. Com a ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto por
um Angulo, seleciona-se o ponto A e, em seguida, 0 ponto O e de imediato o software disponibiliza uma caixa
de didlogo contendo as opgOes para escolha da amplitude do &ngulo e o sentido da medic¢éo — escolhe-se um
angulo de medida o = 45° ¢ escolhe-se o sentido anti-horério de rotacdo — e como resultado tem-se o ponto

A’. A Figura 11 ilustra o resultado do procedimento feito.

10



Medeiros & Gravina.

o Rotacdo em Torno de um Ponto
A Angulo
45° (@
& - @ sentido anti-horario
C sentido horario
A OK Cancelar

Figura 11: Rotacdo do ponto A em torno do ponto O.

A rotacdo também é uma isometria (isto se demonstra), portanto transforma uma figura F em outra F’,
congruente a primeira. A rotacdo de um tridngulo, no Geogebra, assim funciona: constréi-se um ponto O
(centro de rotacdo) e com a ferramenta Poligono constroi-se o tridangulo ABC; escolhe-se a ferramenta Rotacéo
em Torno de um Ponto por um Angulo, seleciona-se o triangulo ABC e o ponto O, e escolhe-se como medida
de angulo, por exemplo, 0=60° ¢ escolhe-se sentido anti-horario, e assim obtém-se o tridngulo A’'B'C’' que é 0

rotacionado do triangulo ABC. A Figura 12 ilustra esta transformacao.

CI
fff ‘ o Rotacdo em Torno de um Ponto
- < | Angulo
\@,\ \ 60° o
1
I ‘\‘ @® sentido anti-horario
] \
;e O sentido horario
1 A
: OK Cancelar
! 60°

Figura 12: Rotacdo do triangulo ABC em torno do ponto O.

Pode-se fazer sucessivas rotaces de uma figura em torno de um mesmo ponto, segundo um mesmo angulo,
obtendo-se assim uma colecao de figuras rotacionadas e todas congruentes a figura inicial. A Figura 13 ilustra
0 resultado de sucessivas aplicacdes da rotacdo em torno do ponto B (neste caso o ponto B é o centro de
rotagdo), segundo um angulo de 45° e no sentido anti-horario, que inicia com a rotagdo do triangulo ABC.
Aplicando a ferramenta Mover em qualquer um dos vértices do triangulo inicial ABC, todos os vértices
correspondentes sofrem a mesma movimentacdo. Na construcdo ilustrada na Figura 13, escolheu-se cores

diferentes para cada triangulo, criando um efeito tipo ‘hélices de um cata-vento’.
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Figura 13: Sucessivas rotagcdes em torno de um mesmo ponto.

A CONCEPCAO E A IMPLEMENTAGAO DA EXPERIENCIA DIDATICA
Na concepcdo da experiéncia, a questdo norteadora foi: de que forma professores de Matematica se apropriam
do software GeoGebra para trabalhar com transformacBes geométricas e mosaicos? A questdo foi respondida
atraves de pesquisa de carater qualitativo. Por meio de filmagens foram feitos registros dos momentos de
trabalho dos professores; as producdes feitas pelos professores foram gravadas e junto com os protocolos de
construgdo se constituiram em material de analise; as produgdes dos alunos desses professores também
fizeram parte de nossa coleta de dados.
A organizacéo da pesquisa tomou como referéncia a Engenharia Didatica. Este método de pesquisa € composto
de quatro fases assim distribuidas: Analises Prévias; Concepc¢édo e Andlise A priori; Experimentacdo; Analise
A posteriori e Validacdo da Experiéncia (Carneiro, 2005). Nas anélises prévias tratamos de trés dimensdes: a
dimenséo cognitiva, ao trazer as ideias de Vygotsky sobre aprendizagem e desenvolvimento; a dimenséo
epistemolodgica e também cognitiva, ao trazer o trabalho de Duval que discute o quanto os sistemas de
representacdes semioticas sdo constitutivos do saber matematico e a sua importancia no processo de
aprendizagem; a dimenséo didatica, ao referenciar as diretrizes dos PCN (Parametros Curriculares Nacionais)
e ao fazer a analise dos livros didaticos, bem como ao discutir o potencial da tecnologia no ensino da
Matematica.
No que segue vamos nos concentrar na concepcao e na implementacdo da experiéncia, trazendo um pouco das
andlises a priori e a posteriori. A experiéncia foi implementada através de oficina e dela participaram sete professoras
de Matematica e uma responsavel pelo laboratério de informatica da rede municipal de Sombrio-SC. Dentre as tarefas
propostas havia a realizagdo de uma prética, na qual a professora deveria criar atividades para sua sala de aula, tratando
de transformagbes geométricas com uso do software GeoGebra. A oficina se organizou em seis encontros. Nos quatro
primeiros tratamos: da familiarizacdo com o software; da construcdo de pavimentagdes regulares e semirregulares; da
reproducéo de mosaicos; da construgdo de mosaicos de Escher. No inicio de cada assunto foi feita a apresentacéo de um
12
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video® de sensibilizagdo’. O quinto encontro ficou destinado para a organizagdo das praticas das professoras e o Gltimo
para a apresentacdo dos resultados.

Como material de apoio utilizamos o CD Midias Digitais I1® (Figura 14) constituido de sete médulos, dentre os quais
destacamos os modulos I e I como os principais recursos consultados pelas professoras. O CD serviu como fonte de
pesquisa para 0s conceitos basicos de Geometria e fonte de sugestdes de atividades para serem desenvolvidas com 0s

alunos, utilizando o GeoGebra.

‘‘‘‘‘

Apresentacao Lo
|Objetivos

Planejamento

Médulo | Este moédulo trabalha com geometria e mosaicos. Partindo da observacdo de mosaicos que
decoram diferentes ambientes nos quais circulamos no nosso dia-a-dia. vamos identificar formas
geométricas e relacdes entre estas formas, para entdo construir réplicas dos mesaicos, utilizando o
software Geogebra. Este € um software de geomefria dindmica, o que significa que as construcées
geométricas, ao serem manipuladas guardam as relacdes geométricas que foram impostas nas
construgdes.

Mddulo 11

Voaion 24 4 @

Médulo V

i @Q 3333 F'a

Figura 14: Interface do CD Midias Digitais |
Fonte: <http://www®6.ufrgs.br/espmat/disciplinas/midias_digitais_1/.>

O primeiro encontro ficou destinado as atividades coletivas de familiarizacdo com o software. Foram
abordados os conceitos basicos da Geometria Plana, tais como, ponto, reta, segmento; foram explorados o
menu das transformacdes geométricas e também alguns dos outros recursos (retas paralelas e perpendiculares,
angulo, triangulo, paralelogramo, mediatriz, bissetriz, circulo). Ao abordar os conceitos da Geometria Plana,
tivemos como objetivo revisa-los, pois as professoras ja tinham conhecimento sobre o assunto. Esta revisdo
se fez por meio da utilizagcdo de um roteiro de construcdo de figuras no GeoGebra.

Em relacdo a exploracdo do menu das transformacgdes geométricas planas, esperavamos que as professoras

reconhecessem a conservacdo de algumas propriedades das figuras sujeitas aos movimentos de reflexéo,

6 Arte GeoGebra <http://www.youtube.com/watch?v=5fHFi3xbCfQ&feature=related>, Tesselation slideshow
<http://www.youtube.com/watch?v=5-3t0a9CPh0> , Igrejas Matrizes da Quarta Col6nia de Imigracdo Italiana do Rio Grande do
Sul (em DVD - UNIFRA - Centro Universitario  Franciscano), Escher e a  Geometria <
http://www.youtube.com/watch?v=6aRFy73cZxY>, Matematica em toda parte, Construcdo/ Pavimentacdo com poligonos
<http://www.youtube.com/watch?v=y_0a7TDbfs>, Escher Style <http://www.youtube.com/watch?v=h2AWKgUOcN4>.

7 Segundo Moran (1995), um bom video é interessante para introduzir um novo assunto, para despertar a curiosidade, a motivacao
para novos temas.

8 Este CD faz parte do material a ser utilizado nas disciplinas de Midias Digitais | e Pratica Pedagégica | do Curso de Especializagéo
"Matematica, Midias Digitais e Didatica”. Este curso também possui um site que apresenta possibilidades de utilizagdo de diferentes
softwares e objetos de aprendizagem para o ensino e aprendizagem da Matematica. Os conteildos de matematica a serem trabalhados
sdo: geometria euclidiana, transformages geométricas no plano, geometria analitica, funcGes e graficos. O site foi implementado
pelas bolsistas: Fernanda Abreu Lima, Larissa Weyh Monzon e Mariangela Torre Dias, alunas do curso de Licenciatura em
Matematica da UFRGS em 2009 e por Marina Menna Barreto (tutora a distancia do curso), sob a coordenacdo da professora Maria
Alice Gravina do Instituto de Matemética da UFRGS e com financiamento da UAB/MEC.
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translacdo ou rotagcdo. Esperavamos que, usando o dinamismo de figuras que se tem no GeoGebra e que é
revelador de invariantes geomeétricos, elas reconhecessem que tais transformacdes preservam as distancias e
os angulos, o paralelismo e o perpendicularismo. Mas foi ainda com bastante hesitacdo nos procedimentos de

construcdo que ao final do primeiro encontro as professoras apresentaram suas primeiras producoes.

Figura 15: Construcdo no GeoGebra da professora M.

No segundo encontro foi feita uma exploracdo coletiva das ferramentas Poligonos e Poligonos Regulares do
GeoGebra. A atividade também exigia o uso do menu das transformacdes para construir uma pavimentacao
regular e uma semirregular. Nessa atividade o objetivo foi de que as professoras estabelecessem a diferenca
no uso das ferramentas Poligono e Poligono Regular. Quando se utiliza a ferramenta Poligono Regular,
obtém-se figura que, sob a acdo da ferramenta Mover, ndo se deforma, diferentemente daquilo que acontece
quando se usa a ferramenta Poligono. Quanto ao conhecimento matematico, teve-se como objetivo a
identificacdo das condicfes necessérias para a constru¢do de uma pavimentagdo com poligonos regulares. Foi
apos esta atividade de construgdo que foi apresentado o Teorema de Kepler®:

Existem exatamente onze maneiras de se cobrir o plano utilizando-se exclusivamente poligonos
regulares sujeitos as condigdes: a) se dois poligonos regulares intersectam-se, entéo essa interse¢ao é
um lado ou um vértice comum; b) a distribuicdo dos poligonos regulares ao redor de cada vértice é
sempre a mesma. (Alves & Dalcin,1999, p.12).
Com a utilizagio do teorema de Kepler e fazendo uso da notacéo ° das 11 possibilidades de pavimentagdes
com poligonos regulares (a saber, (3,12,12), (4,6,12), (4,8,8), (6,6,6), (4,4,4,4), (3,6,3,6) , (3,4,6,4), (3,3,3,3,6),
(3,3,3,4,4), (3,3,4,3,4) e (3,3,3,3,3,3)), cada professora teve como tarefa construir uma das pavimentacdes.
A professora C. fez sua pavimentacdo, ilustrada na Figura 16, utilizando a ferramenta Poligono Regular para
construir o hexagono regular e depois, usando vetores determinados por vertices do hexagono regular, aplicou

a transformacdo de translacdo. Entre os hexagonos regulares coloridos de vermelho, formaram-se triangulos

9 A primeira pessoa a exibir os mosaicos semirregulares foi J. Kepler, em um trabalho publicado em 1619, no qual esta este teorema.
Alves e Dalcin demonstram este teorema apresentando todas as possibilidades de formagdo dos mosaicos regulares e semirregulares.
(Alves e Dalcin, 1999).
10 A notacdo (3, 12, 12) indica que em cada vértice tem-se o encontro de trés poligonos regulares: um tridngulo e dois dodecagonos
regulares.
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equilateros, os quais a professora coloriu de azul. Observamos que sua proposta de mosaico nédo esta incluida
na categoria dos semi-regulares do teorema de Kepler, pois a distribui¢do dos poligonos em torno dos vértices
ndo se mantém sempre a mesma (em alguns vertices a distribuigéo é (6,3,3,6) ,em outros é (6,3,6,3) ou ainda
(3,6,6,3)).

Figura 16: Construcdo da professora C.

Na Figura 17, temos a producéo da professora D que resultou em mosaico que respeita o arranjo (3, 3, 4, 3,
4).

Figura 17: Construcéo da professora D.

Para o terceiro encontro foi proposta a reproducdo de mosaico que tivesse sido visto em algum local da cidade.
Nesta atividade foi solicitado uma descricdo dos elementos geométricos utilizados na construcdo; comentarios
sobre o local onde foi visto 0 mosaico; a constru¢gdo do mosaico no GeoGebra; consideragdes sobre a
construcdo realizada, informando sobre as dificuldades encontradas, tanto de Geometria quanto de utilizacdo

do software GeoGebra. Na Figura 18 tem-se uma destas reproducdes, feita pela professora D.
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Figura 18: Reproducdo de Mosaico da professora D.

A construcdo comeca com um quadrado e depois foram determinados sucessivos pontos médios, iniciando
com aquele correspondente ao do lado do quadrado. Feixes de retas paralelas passando por estes pontos foram
construidos, na tentativa de criar uma malha quadriculada que ajudasse na construcéo das pétalas do mosaico.
Esta estratégia ndo funcionou como esperado e entdo a professora solicitou nossa ajuda. Sugerimos entéo que
utilizasse uma ferramenta que ainda nédo havia sido utilizada — o Arco Circular definido por Trés Pontos. Ela
selecionou os trés primeiros pontos para produzir o primeiro arco de circulo, com sucesso, e usando a
transformacéo de reflexdo segundo uma reta ela conseguiu fazer a primeira pétala da flor. E foi usando
sucessivas reflexdes segundo retas que foram construidas as demais pétalas, de modo a completar o padrédo do
mosaico. Feito o primeiro mosaico, foi com a transformacéo de translacdo que ela construiu, ao lado, o
segundo mosaico. Foi possivel observar que a professora D, ao longo dos encontros, foi aumentando o nivel
de complexidade de suas construgdes. Isso indica um amadurecimento na apropriacdo das ferramentas do
software e no dominio dos conceitos geométricos em questdo. Ao final de sua reproducéo, foi aplicada a

ferramenta Mover e 0 mosaico manteve suas propriedades geometricas.
Na Figura 19, vemos a producdo da professora L. Ela iniciou sua construcdo com um segmento AB e apds

construiu dois circulos com centros em A e B, respectivamente, e raio com medida igual & do segmento AB.

Foram determinados os pontos C e D de intersecdo dos circulos e tracadas as retas ﬁ, BD, A_Cf, AD.
Usando os pontos de intersecao dessas retas com os circulos, foram construidas retas paralelas e isto resultou
em uma malha triangular. Na malha foram construidos alguns hexagonos e, ap6s, com rotacdes e reflexdes,
foram construidos os demais. Foi observado que a professora utilizou conceitos basicos da Geometria para a
construcao de seu mosaico, e, além disso, sua producao preservou as propriedades geomeétricas ao aplicar-se

a ferramenta Mover.
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Figura 19: Reproducdo do Mosaico da professora L.

No quarto encontro foram explorados 0os mosaicos de Escher. Este artista utilizou padrdes geométricos e
transformacdes geométricas no seu trabalho com mosaicos. Com 0 GeoGebra € possivel fazer a construcdo de
pavimentacdes com movimentos no estilo de Escher, conforme ilustra a sequéncia de procedimentos dada na
Figura 20. Inicia-se com um hexagono regular, diferentes ‘recortes’ sdo rotacionados em torno de vértices do
hex&gono (destacados como recortes verde, azul e vermelho) e assim obtém-se o poligono padrdo inicial ;

segue-se entdo com a aplicacdo da transformacéo de rotacdo sobre este poligono.

OF YW

Hexagono regular Poligono qualquer P, usando como  |Rotagdo de P em torno de vértice Mesmo procedimento para 0s Construgdo da pega final, usando vértices do
um dos lados o lado do hexagono comum com o hexagono, de angulo | demais lados do hexagono hexagono e os pontos criados. Sucessivas
de 120 graus rotacOes da pega final, de angulo de 120 graus.

Figura 20: Construcdo do Mosaico.
Fonte: CD Midias Digitais I.

Na primeira atividade, que fez uso de applets com mosaicos dinamicos (disponiveis no CD Midias Digitais
1), foi solicitado que as professoras participantes identificassem o poligono padrdo inicial, bem como a
transformacdo geométrica utilizada para produzir a pavimentacdo. Na segunda atividade, elas foram
convidadas a produzir mosaicos no estilo de Escher, Na Figura 21 tem-se a producdo de uma das professoras
— uma pavimentagdo que que muda dinamicamente seu desenho, conforme sdo movimentados vértices do

poligono padrao inicial, colocado em destaque.
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Figura 21: Construcdo de “mosaico em movimento” da professora L.

O quinto encontro foi reservado para organizar a apresentacdo das experiéncias que as professoras fizeram
com seus alunos. Relembramos que no inicio da oficina foi combinado com as professoras que elas iriam
aplicar com seus alunos os conhecimentos adquiridos durante a formacdo. Na realizacdo de suas praticas as
professoras propuseram atividades similares aquelas desenvolvidas na formacdo. Mas também surgiram
algumas ideias diferentes: relacionar os mosaicos com a arte do patchwork; fazer reproducées de habitagdes
de animais, como por exemplo colmeias; reproduzir algumas formas geométricas encontradas na natureza, as

flores por exemplo. No ltimo encontro, as professoras relataram suas experiéncias.

Diriamos que ao longo da realizacdo da oficina, houve muita participacdo e muito interesse por parte das
professoras. Elas constantemente indagavam sobre os objetivos na utilizacdo do video de sensibilizacéao, sobre
a utilizacdo do software, sobre a pertinéncia da sequéncia de atividades e sobre as alternativas para ensinar
Geometria na escola. Na perspectiva de Vygotsky, a troca de experiéncia e a interagdo social fizeram com
que as professoras pudessem internalizar os conhecimentos trabalhados na oficina, e nisso as indagaces e
discussbes foram fundamentais. Em diversos momentos da oficina, houve a necessidade da nossa intervencéo
como professora mediadora. No primeiro encontro observamos as dificuldades iniciais e, a partir de nossa
intervencdo, constatamos 0s progressos das professoras quanto ao uso dos recursos do GeoGebra. Procuramos
atuar na zona de desenvolvimento proximal, ou seja, fizemos intervengdes necessarias para que O
conhecimento, que era potencial nas professoras-alunas, se transformasse em real.

Os conceitos relativos as diferentes transformacdes geométricas foram introduzidos através do GeoGebra e de
forma a integrar Arte e Matematica. Através da aplicacdo da sequéncia de atividades foi proporcionada uma
gradativa aquisicdo de conhecimento sobre o GeoGebra; nenhuma das professoras, bem como seus alunos,
conhecia o software. Além disso, na perspectiva de Duval (2011), o software permitiu a mobilizacdo de

diferentes registros de representacao, bem como os tratamentos e as conversdes de registros.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nossa proposta de capacitacdo docente proporcionou as professoras participantes a familiarizagdo com o
software GeoGebra, a oportunidade de revisar os conceitos basicos de Geometria Plana e uma introducéo ao
estudo das transformacGes geométricas (este um assunto pouco trabalhado na escola) em situacdo que integrou
arte e geometria.

A caracteristica dindmica do software permitiu as professoras trabalharem as transformacdes geomeétricas em
contexto concreto-abstrato — com o uso de diferentes ferramentas foram construidas situacbes geométricas
correspondentes as diferentes transformagdes e com o uso da ferramenta Mover propriedades geométricas
puderam ser observadas e assim novos conceitos foram sendo aprendidos.

A utilizacdo do GeoGebra proporcionou a experimentacdo, a simulacdo, o questionamento e a analise de
situacGes geométricas. Tal vivéncia entusiasmou as professoras e fez com que concluissem que fazendo uso
GeoGebra é possivel trabalhar as transformagdes geomeétricas na escola — foi esta pratica que elas fizeram com
seus alunos. A introducdo na formacédo de um tal software de geometria dinamica fez com que as professoras
repensassem suas praticas.

Mas entendemos que, ao fazer uso de um software, o professor ndo pode perder de vista o que pretende ensinar.
O software ndo deve ser utilizado apenas para fazer uma aula diferente, mas sim para que o aluno aprenda
matematica. Nisso os sistemas dinamicos de representacdo veiculados através da tecnologia digital podem
muito ajudar e foi neste espirito que foi implementada a proposta de formagao apresentada neste artigo.
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